
第 29 卷第 11 期 　　　　　　　　　西 南 大 学 学 报 (自然科学版) 　　　　　　　　　　　2007年11月

Vol129 　No111 Journal of Sout hwest University (Natural Science Edition) Nov1 　2007

文章编号 : 167329868 (2007) 1120045203

矩阵特征值的分布
①
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中国科学院 成都计算机应用研究所 自动推理室 , 四川 成都 610041

摘要 : 利用矩阵论的相关知识 , 对任意的复矩阵得到了一个矩阵特征值分布的新区域 (定理 1) , 且所给出的矩形区

域比以前的一些结果更好.
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向量空间的线性变换是与矩阵相互对应的 , 但线性变换只有通过矩阵的特征值才会得以深刻理解. 而

要求 n 阶方阵 A 的全部特征值是极其困难的 , 因此人们转向了对特征值界的估计. 关于矩阵特征值分布区

域问题 , 有许多的数学工作者都做过这方面的工作[1 - 5 ] . 本文在这些前人们工作的基础上 , 结合矩阵论的

相关知识 , 得到了一个矩阵特征值分布区域的新的结果.

首先给出两个引理.

引理 1 　设 A 是 n 阶复方阵 , 记 B =
1
2

( A + A 3 ) , C =
1
2 i

( A - A 3 ) , 又 x 是 A 属于特征值λ0 的特征

向量. 则 Reλ0 =
x 3 B x
x 3 x

, Imλ0 =
x 3 Cx
x 3 x

, 其中 i2 = - 1 , x 3 为 x 的共轭转置.

证 　设 x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) T 是方阵 A 属于特征值λ0 的特征向量 , 即 A x =λ0 x. 两端同时左乘 x 3

得到 x 3 A x =λ0 x 3 x , 再将此式两端同时取共轭转置 , 得 x 3 A 3 x =λ0 x 3 x . 将这两个式子分别相加相减 ,

并分别乘以 1
2
和 1

2 i
, 得到 ( Reλ0 ) x 3 x = x 3 B x , ( Imλ0 ) x 3 x = x 3 Cx . 由于 x 作为特征向量 , 有 x ≠0 , 从

而得结论.

引理 2 ( Raylei g2Ritz) [6 ] 　设 A 是 n阶 Hermite阵. 将 A 的所有的特征值排列如下 :λ1 ≤λ2 ≤⋯≤λn , 则

(1) 对任意的 x ∈Cn , 有λ1 x 3 x ≤ x 3 A x ≤λn x 3 x ;

(2) λ1 = min
x ≠0

x 3 A x
x 3 x

= min
x 3 x = 1

x 3 A x ;

(3) λn = max
x ≠0

x 3 A x
x 3 x

= max
x 3 x = 1

x 3 A x .

证 　可参考文献[6 ].

由以上的两个引理可以得到本文的主要结果.

定理 1 　设 A 是 n 阶复方阵 , 记 B =
1
2

( A + A 3 ) , C =
1
2 i

( A - A 3 ) , 且方阵 B , C的最小与最大特征

值分别是μ1 与μn ,υ1 与υn . 则 A 的特征值λ0 满足μ1 ≤Reλ0 ≤μn ,υ1 ≤Imλ0 ≤υn .

证 　设 x ∈Cn 是方阵 A 属于特征值λ0 的特征向量. 由引理 1 得到
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Reλ0 =
x 3 B x
x 3 x

　　　Imλ0 =
x 3 Cx
x 3 x

再由引理 2 (1) , 知道该定理成立.

引理 2的 (2) 和 (3) 提供了一种理论上计算μ1 与μn ,υ1 与υn 的方法. 至于具体的估计 , 可以参阅相关文

献 , 如[7 ]. 这样 , 我们便利用了矩阵论的相关知识 , 得到了一个关于矩阵特征值分布的新的区域 , 它包含

了该矩阵的所有的特征值 , 且对任意的复方阵都成立. 这在处理某些问题时是十分有用的.

比如 , 由定理 1 容易得到

推论 1 　斜 Hermite 阵与实斜对称阵的非零特征值是纯虚数.

证 　设 K为一个斜 Hermite 方阵 , 即 K 3 = - K. 于是 B =
1
2

( K + K 3 ) = 0 . 从而μ1 =μ2 = ⋯ =

μn = 0 , 由定理 1 知 , K的特征值λ0 满足 0 =μ1 ≤Reλ0 ≤μn = 0 , 所以 Reλ0 = 0 . 这就证明了斜 Hermite

阵的非零特征值是纯虚数.

对实斜对称方阵 S , 证明完全相同.

推论 1 作为定理 1 在理论上的一个应用 , 可以看出定理 1 在处理有关涉及矩阵特征值实部和虚部的问

题时是十分方便的. 现在进一步讨论定理 1 在实际计算中的应用 , 为此给出两个前人的定理.

定理2 ( Hi rsch) [1 ] 　设 A = ( akl ) 是 n阶复方阵 , 记 B =
1
2

( A + A 3 ) = ( bkl ) , C =
1
2 i

( A - A 3 ) = ( ckl ) ,

MA = max{ | akl | : 1 ≤k , l ≤n} . 若λ0 是 A 的特征值 , 则 | λ0 | ≤nM A , | Reλ0 | ≤nM B , | Imλ0 | ≤nM C ,

其中 i2 = - 1 , x 3 为 x 的共轭转置 , MB , M C 的算法与 M A 一样.

定理 3[5 ] 　对任意的矩阵 A ∈Cn×n , A 的全体特征值属于圆盘

λ-
t r A

n
≤ n - 1

n
‖A ‖F

2 -
1
n

| t r A | 2

其中 ‖A ‖F 表示 A 的 Frobenius 范数 , t r A 表示 A 的迹.

以上两个定理的证明可参考文献[1 ,5 ].

推论 2 　对任意的二阶实方阵 , 定理 1 的估计区域小于定理 3 的估计区域.

证 　设 A =
a b

c d
∈R2×2 , 由定理 3 知. A 的特征值λ满足

λ-
a + d

2
≤ 1

2
a2 + 2b2 + 2c2 + d2 - 2 ad ( 3 )

由定理 1 知道 , A 的特征值λ落在复平面上由 a + d
2

± a2 + b2 + c2 + d2 + 2bc - 2 ad
2

, ±1
2

| b - c | 四

点围成的矩形区域. 将这四点坐标代入式 ( 3 ) 可知 , 该矩形是由式 ( 3 ) 所确定的圆盘的内接四边形 , 从而

矩形估计区域更小.

最后 , 给出一个在实际计算中的应用.

例 1[5 ]

A =

2 3 2

10 3 4

3 6 1

则 B =

2 13
2

5
2

13
2

3 5

5
2

5 1

　　　C =

0 7
2

i
1
2

i

-
7
2

i 0 i

-
1
2

i - i 0

易求得μ1 = - 41698 1 , μ3 = 111740 6 ,υ1 = - 31674 2 ,υ3 = 31674 2 , A 的特征值为λ1 = 11 ,λ2 = - 2 ,λ3
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= - 3 . 由定理 2 得到的估计范围是 | Reλi | ≤1915 , | Imλi | ≤1015 ; 利用定理 3 可以得到 | λ - 2 | ≤

1 056
3

; 由定理 1 , 得到 - 41698 1 ≤Reλi ≤111740 6 , - 31674 2 ≤Imλi ≤31674 2 .

内框表示定理 1 的结果 ; 圆圈表示定理 2 的结果 ;

外框表示定理 3 的结果.

图 1 　例 1 的估计效果图

点表示矩阵的特征值 ; 框表示定理 1 的结果 ;

圈表示定理 3 的效果.

图 2 　随机产生的 10 阶复方阵特征值估计

　　利用 Matlab 作出图 1 , 在参考文献[ 5 ]中已经指出 , 将著名的圆盘定理 , Ost rowski 卵形定理 , Fan Ky

定理以及定理 3 等应用于上述例题 , 定理 3 的估计效果更好. 由图 1 知 , 与定理 3 的估计相比 , 定理 1 的估

计区域更小. 图 2 是笔者利用 Matlab 随机产生一组 10 阶方矩阵 , 并利用定理 1 和定理 2 对其特征值的分

布做出估计而得到的. 可以发现 , 本文的结果是具有其优点的.
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The Distribution of Eigenvalues of a Matrix
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Abstract : In t his paper , we have proved t hat all t he eigenvaluesλ0 of any complex mat rix A ∈Cn×n satisfy

μ1 ≤Reλ0 ≤μn ,υ1 ≤Imλ0 ≤υn ( Theorem 1) . The area of t he rectangle is smaller than the area defined by

t he formulas of the same class and can be applied to whole complex mat rices.
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